
套路二 三角有理函数的积分 

（一） 三角有理函数积分的通用方法

一切三角有理函数的积分，只需利用万能公式，令 ，就总能将三角有理函数的积分化为有理函

数的积分。而由于一切有理函数的积分方法我们都已经学会，所以——“从理论上来说”，三角有理函数的积分

本身并没有本质上的困难；但就像前文所述，通法并不一定是好方法，利用万能公式计算三角有理函数的积分

是下下策，因为这种解法的计算量往往会很大，尤其是被积函数的次数太高时，计算量是不可想象的。 

所以，我们常常希望避开万能公式去求解三角有理函数的积分。当然，为了不出现知识盲区，我们还是以

两道题目为例，来展示一下三角有理函数的万能公式解法。 

例题 1 

例题 2 



（二） 三角有理函数积分的特殊解法

我们一般都是具体问题具体分析，灵活使用三角函数的各种恒等变形和凑微分技巧，达到快速求解的目的。

总的来说，有以下几个小技巧—— 

(1) 擅于使用“缩分母”技巧

如果分母为 或者 ，那么我们可以尝试分子分母乘以共轭表达式，使分母从两项变为一项，

达到“缩分母”的效果。因为，对于一个不定积分而言，如果分母项数太多，将是非常难于处理的；而如果分

母只有一项，分子就算有很多项相加，我们也可以将整个积分拆分成若干个小积分，分别计算即可。所以，“缩

分母”是一个很重要的思想。当然，除了乘以共轭表达式以外，还可以利用 的二倍角公式，也能达到

缩分母的效果。 

例题 3 

类题 1 

提示：本题可以分子+1-1 然后拆开，然后转化为上一题；也可以直接分子分母乘以 。 

类题 2 

注：辅助角公式 虽然用的频率不高，但是也需要记住，偶尔会产生奇效。 

类题 3 



(2) 

例题 4 

例题 5 

例题 6 



注：本题除了利用 外，还可以使用分部积分，然后出现积分重现，即可解

出我们需要的 了。利用这个思想，我们解决下面两个类题—— 

类题 1 

类题 2 请思考如何计算积分

提示：分奇偶， 直接凑 ，很简单； 的计算方法和 类

似，也是“分部积分+积分重现”，然后得到 和 之间的递推关系。大家可以利用这个思想去计算一下

和 。 

类题 3 请推导出积分 的递推公式 



类题 4 请推导出积分 的递推公式 

类题 5 根据类题 4 的结论，可推导出定积分中大名鼎鼎的“点火公式”—— 

(3) 

注：这种情况和上面的情形类似，所以只用两个简单的例子作为说明即可。 

例题 7 



例题 8 

(4) 若 。我们

有时候喜欢分子分母同时除以 ，使分子出现 ，就是这个原因。 

例题 9 

例题 10 



例题 11 

例题 12 

注：如果把被积函数中的分子分母颠倒，改为 后，虽然也可以凑 ，但后续操作并不

容易（当然，也能做）；但是若能灵活地使用二倍角公式，变为 ，

则后续操作会容易很多。这再一次体现了不定积分特别容易出现一题多解的情况，希望大家具体问题具体分析。 

例题 13 



(5) 对于形如 的积分，我们一般假设“分子= ”，解出 即可； 

例题 14 

注：本题当然也可以归结于 的类型，然后凑 ，同一个题有很多解法。 

(6) 当被积函数中出现不用角度的三角函数时，我们一般先用倍角公式统一角度；

例题 15 

例题 16 



(7) 对于形如 之类的题，我们可以直接采用积化和差公式，一步秒杀。 

例题 17 

(8) 要善于使用二倍角公式处理三角有理函数的积分——当然，很多用到二倍角公式处理的题，本质上和使用

万能公式换元没有区别，只是省略了换元的步骤而已，请大家自行体会这句话； 

例题 18 

类题 1 

类题 2 



(9) 有些题，我也不知道归为哪一类，总之，具体问题具体分析，才是最核心的思想

例题 19 

例题 20 

例题 21 



例题 22 

注：本题涉及到了三角有理函数的裂项，它们没有通法（或许是我不知道），只有观察式子结构，不断尝

试，类似的还有下面这道题。 

例题 23 




