
NO.4-1 不定积分解题方法（上） 

——有理函数和三角有理函数的积分 

套路一 有理函数的积分 

（一） 有理函数积分的通用方法 

当遇到题目是有理函数的积分时，我们一般采用有理函数积分的标准解法——“裂项+待定系数法”，对于

某些特定有理函数的积分，也许有更加“巧妙”的方法，我们后面的例题也会涉及；但是希望大家不要过于追

求这种巧妙的解法，还是应当以基本方法为主； 

至于裂项的时候怎么裂，这是很多同学一直都搞不懂的问题，我简要总结如下—— 

我们将有理函数从宏观上分为真分式和假分式，而任何一个假分式都可以通过多项式的除法变成多项式与

真分式之和，由于多项式的积分是简单的，所以解决有理函数的积分，本质上就变成了解决有理真分式的积分。 

而对于真分式的积分，我们有如下固定套路—— 

Step1 将该真分式分母进行因式分解(一直分解到无法再分解为止)； 

Step2 然后进行裂项，裂项的原则为—— 

①只要分母中含有 ，则裂项后的式子中一定含有 ； 

②只要分母中含有 ，则裂项

后的式子中一定含有

Step3 将裂项以后所得的所有项进行通分，根据“通分后的分子与原被积函数的分子的对应系数相等”的原

则，列出待定系数满足的方程，然后解出待定系数。这样，就将真分式分解成了各个基本分式之和。 

Step4 对于①中所得到的的一系列基本分式，它们的积分十分容易；



对于②中所得到的一系列基本分式，其计算稍微复杂一点，但其实所有形如 的积分，

求解也有通用方法；尤其是在期末范围内，分母中的 要么为 1，要么为 2，不可能更高，所以我们只需要把

和 的计算学会就可以了。我们在下面的例题 1 和例题 2 中，会详细介绍

这两个积分的计算方法。至此，整个有理函数的积分便已找到了一个完善的方法。 

总之，通过裂项，最终会归结于计算 、 和 的三类积分。 

例题 1 

注：通过该题，可以总结出一切 的积分，其套路为“改造分子，拆分为两个积分，其中

第一个积分直接凑微分，第二个积分配方后套公式即可”。 

例题 2 

提示：三角换元当然可行，下面的类题也是如此，大家可以尝试一下。但是，本题是否有其它方法？ 

再提示：分母次数太高了，有没有什么办法可以降低分母的次数呢？（答：分部积分！） 



类题 

注 1：通过以上 2 题，可以推出所有 的积分的计算方法，如计算 。

其方法可以总结为：“改造分子、拆分为两个积分→对分母配方、换元→归结于计算 ”； 

注 2：思考，所有形如 的积分，又该如何计算？ 

至此， 、 和 这三类积分的求解方法我们都已经学会，

铺垫已大功告成。所以对于一切有理函数积分，我们都已经找到了完整的解题套路。下面看几道典型的例题 

例题 3  



例题 4 

例题 5 若不定积分 的结果中不含反正切函数，求

（二） 有理函数积分的特殊解法

从理论上而言，一切有理函数积分都可以用上面的待定系数法去硬肛，但是，通法不一定是最优解法，待

定系数法的工作量往往很大。很多有理函数的积分都有着自己独特的解法，这些解法不能一概而论，需要我们

仔细分析被积函数的结构，具体问题具体分析。大家一定要记住，学数学是一个“积累”的过程，下面的很多

解法都比较灵活，但希望大家不要产生畏难情绪。 

例题 6 

注：我们在进行有理函数积分时，有时候会根据分母的形式，去改造分子，同样可以实现“裂项”的目的。



类似的题目还有以下几道—— 

类题 1 

注：本题用倒代换 也可以做，大家可以尝试一下。（倒代换一般适用于分母的次数远高于分子时） 

类题 2 (一道神仙题，最后一步侮辱智商) 

类题 3 

例题 7 



注 1：本题非常经典，其解法颇具特色。通过这个题目，我们可以解决所有形如 的积分； 

注 2：本题也可以对 强行因式分解，变为 ，

但是该解法在裂项后计算系数时运算量太大，不太理智。 

类似的题目还有以下几道—— 

类题 1 

注：利用以上两题，我们可求出积分

类题 2 


