
NO.4-2 不定积分解题方法（下） 

 ——换元法、分部积分、综合题 

套路三 换元法的基本套路 

换元法最重要的作用就是“打开局面”。在做积分题时，只要我们选择恰当的换元，就可以让一些看似很复

杂的积分变得非常的简洁。尤其是在处理带有根式的积分时，常常会使用换元法。 

(1) 整体换元

一般来说，只要见到被积函数中出现了“ ”，可以直接将

整个根号令成 ，达到消去根号的作用。 

当然，值得指出的是，这个方法虽然肯定可行，但并不一定是最简单的方法。我们拿到一个题目以后，也

要学会具体问题具体分析，寻找最适合那个题目的解法。 

例题 1 

注：换元以后不要把 解出来，而应该直接分部积分。因为如果把 具体计算出来的话，反而会升高分母

的阶，导致整个积分的次数特别高。这个思想我们在后面的一道真题中也会用到，请大家先留个心眼。 

类题 1 

类题 2 请计算 和 两个积分 

注：换元法固然可行，但请思考，本题有没有简便方法？（提示：分子有理化，然后裂开，拆成 2 个积分） 



类题 3 

类题 4 

注：本题如果是第一次做，想不到很正常。(本题是同济版高等书教材的课后习题) 

例题 2 

注：为了同时消去 和 的根号，很明显需要令 。这说明我们在换元的时候，不要拘泥于具体

的形式，而应该具体问题具体分析。总之记住一点——换元的目的是简化被积函数，是为了打开局面！下面是

一个类似的题目。 

类题 (提示：令 ，然后转化为有理函数的积分) 



(2) 三角换元

如果在被积函数中出现了“ ”，则一般采用三角换元，具体而言又分为以下几种情况： 

1) 若根号里面没有一次项，只有平方项和常数项：

① 形如“ ”，则令 ； 

② 形如“ ”，则令 ； 

③ 形如“ ”，则令 ； 

(注：有时候不一定非要出现根号才用三角换元，如： ，也可以利用三角换元+二倍角处理) 

2) 若根号里面含有一次项，则需先对根号里面的二次函数配方，消去一次项后，便转化为了上面的问题； 

下面的这几道例题，我故意选得比较简单，自己在草稿本上演算即可。因为我们这份讲义的重头戏在后面，

所以前面这些基础的内容只进行简要的回顾即可。 

例题 3 

提示：令 ，即可转化为三角有理函数积分。 

例题 4 

提示：令

例题 5 

提示：先配方，变形为 ，再令

例题 6 

提示：先配方，变形为 ，再令

例题 7 

总结：令 当然可以做，但其实本题可以归为一种模型——一切可化为

和 的不定积分，都可以先用倒代换 ，将被积函数大大简化后再积分。 

现在，我们以两个最典型的例子作为演示，如下： 

类题 1 



类题 2 

至此为止，我们的换元法就讲到这里。 

套路四 分部积分法的基本套路 

见到不同种类函数相乘，一般要用分部积分公式， 。分部积分的使用原则如下： 

(1) 口诀：按照“反对幂指三”的顺序，谁排在后面，就把谁凑到微分符号 后面去，然后分部积分； 

(2) 思想：我们之所以有上述口诀，其本质是因为——“对/反”这两类函数“很怕求导”，这俩一旦求导，就不

再是这两类函数了，也就是说，求导会将它们“瓦解”。既然它们怕求导，那我们就要想办法对它们求导，那么

怎么才能对它们求导呢?那当然是把除了“对/反”这两类函数以外的其它函数，凑到微分符号 后面去，然后分部

积分，因为分部积分以后，会交换 的位置，而 就相当于是对 在求导了；同理，当指数函数和幂函数相

乘，为什么要把指数函数凑到 后面去?因为幂函数怕求导，指数函数完全不怕。 

总之——谁怕求导，我们就要想办法对谁求导，所以就要将其余部分凑到 后面去！ 

例题 1 

注：在分部积分时，要善于在 后面增减一个恰当的常数，使得分部积分以后的式子更加简洁。 

类题 

例题 2 ， 

注：当被积函数为指数函数和三角函数相乘时，我们需要连续两次分部积分，出现“积分重现”以后，问题

才得以解决，并且需要注意——这两次分部积分，每一次凑到 后面的函数，必须是同一种类的函数，否则会

原路返回。 



类题 

例题 3 

套路五 换元法+分部积分 

换元以后，紧接着一步分部积分，是考试中比较常见的出题风格，大家一定要对这种题目特别熟练！而

且大家一定要记住，当我们预判出某一个题既要换元，又要分部积分的时候，我个人的建议是先用换元法，

因为换元法是用来打开局面的，换元以后，会让你的整个被积表达式看起来更加的“清爽”，有利于后续的操

作。 下面，请看几道针对性的例题。 

例题 1 

类题 1 请计算 和



类题 2 

类题 3 请计算 和

例题 2 

特别注意：本题换元以后不需要解出 ，即——在换元以后，宜直接进行分部积分，以消去对数符号。若

按照平时的做题习惯，解出 后，将 具体计算出来，再代入被积表达式，那么接下来的计算，就反

而更加繁琐了。类似的题目还有以下几道—— 

类题 1 



类题 2 

套路六 利用分部积分，对分母进行降阶 

如果分母的次数太高，我们除了可以利用倒代换进行降阶以外，还可以利用分部积分进行降阶。在具体操

作时，最核心的步骤就是“想办法将分母凑到 后面，然后分部积分”。 

比如我们在第一次课讲过的 ，就是利用这个了这个思想。下面请看一些类似的典型例题。 

例题 1 

类题 1 

类题 2 

以上三个题目，将分母凑到 后面去是非常容易的。下面，我们再来看一个难一点的例题，它需要用到“强

制凑微分”的技巧，但是其核心思想仍然是“利用分部积分，对分母进行降阶”。 



例题 2 

例题 3 

套路七 利用分部积分，实现“积分抵消” 

有些题目，需要把一个积分拆成两个积分，其中一个积分 暂时不动，另一个积分 使用分部积分，而分

部积分后得到的新积分，刚好和 相互抵消。这种题，被积函数中“一般”都含有指数函数 （并且一定含有）。 

例题 1 

注：本题的题源其实非常简单，即 。对于这个积分，当然可以拆开以后，利用“分部

积分+积分抵消”的思想来做，但是如果还记得基本公式 ，那么这类题我将绝杀。 

类题 1 

类题 2 



类题 3 

注：前面 4 个题目，被积函数中全都含有 ，不禁让人联想——难道“分部积分+积分抵消”的思想，只能

用在被积函数出现 的情形吗？ 其实也不尽然，有的题目，被积函数中出现的是 ，也可以尝试这个方法。

请看下面的几个例题。 

例题 2 

例题 3 

类题 1 

注：此题表明，有时候需要对两个积分同时使用分部积分，使得分部积分以后的两个新的积分相互抵消。 



类题 2 

注：以上几个题，要么含有 ，要么含有 ，但事实上，“分部积分+积分抵消”思想的应用范围远不止

如此。很多题目没有出现指数类的函数，但也能用这个思想，请看下面几道题目。 

例题 3 

例题 4 

例题 5 

套路八 对复杂因子求导，期待出现奇迹 

有时候，当被积函数中的某一部分，出现了一个比较复杂的“整体”时(这个整体一般来说是一个复合函数或

者两个函数的乘积)，那么我们可以尝试对这个整体求求导，看一下它的导函数有什么特点(比如这个整体求导

以后的函数，会不会刚好是被积函数的分子呢?)，这便于我们后续的凑微分等操作。 



例题 1 

例题 2 

类题 

注 1：其实通过上面的例题 2 和类题，我们甚至可以自己总结出一个出题模板，如下—— 

如果取定 ，代入出题模板，稍作变形，即可原创一道题目 ，

注 2：下面的题目，难倒了很多的学生，很多人即使看了答案也不知道为何要那么做。现在，请将下面

的题目，和上面的两个题做对比，猜测每个题的第一步应该如何操作，就可以将下面这些难题转化为上面的

题型（或者类似的题型）。 

例题 3 

注：其实，如果稍微敏感一点的话，我们看到 的时候，就应该想到 了，就如同看到 就

可以联想 一样。



类题 1 

类题 2 




