
          反常积分的敛散性

 

一、基本定义与概念 

（一）无穷区间上的反常积分 

设函数 在 有定义，且在任何有限的区间 上都可积 . 如果 时，

极 限 存 在 ， 则 称 该 极 限 值 为 在 上 的 反 常 积 分 的 值 ， 记 做

.  

此时也称上述反常积分 收敛. 若上述极限不存在，则称反常积分 发散.  

同理，对于其他情况的反常积分，可做如下定义： 

； 

.  

其中， 收敛的充要条件是 和 都收敛.  

注：对于 的反常积分，不能盲目套用奇偶性的结论，也就是说—— 

即使 是奇函数， 也不一定等于零； 

即使 是偶函数， 也不一定等于 .  

上述结论要想成立，前提是 收敛. 对于收敛的反常积分，是可以套用奇偶性的结论的.  

 

为什么发散的反常积分不能用奇偶性呢？难道 不能利用奇偶性，直接等于 0 吗？ 

那是因为，对于 而言，上限趋向于 的速度和下限趋向于 的速度不一定相同.  

从定义可知， ，

下限的 是因为 ，上限的 是因为 ，但 和 毕竟是两个不同的变量，所以它们

趋向于无穷的速度不一定相同，所以即使 是奇函数， 对应的无穷大的正面积，与

对应的无穷大的负面积，也并不是同一个“无穷大”，所以 也不能“正负抵消”，所以



的结果并不是 0，而是发散，或者是不存在.  

从这个角度也能看出，为什么 收敛的充要条件是 和 都收敛.  

记住，若 和 都发散，二者绝对不可能抵消，从而使得 收敛！ 

  但是这并不代表总结的“发散+发散=不确定”是错的.

因为对于反常积分而言，“发散+发散=不确定”值得是“拆被积函数”，而不是“拆积分区间”.  

比如，若 和 都发散，那么 的敛散性不确定，需要

具体问题具体分析，但若 和 里只要有一个发散，那么 一定发散！ 

 

当然，如果收敛，则可以用奇偶性，比如—— 

就是对的，因为 收敛； 

就是错的，因为 就已经发散了.  

 

认为反常积分可以直接套用奇偶性结论的人，可能背错了定义，他们以为上下限趋向速度相同，

即 ，但其实 .  

（二）无界函数的反常积分 

设 在 连续， ，取 （ 是充分小的正数），则 是定积分.  

若极限 存在，则称该极限为 在 上的反常积分的值，并称为“瑕积分”，

且 称为“瑕点”，并记 .  

此时，称瑕积分 收敛；当然，若 不存在，则称 发散.  

同理，对于其他情况的瑕积分，可做如下定义： 

若 ，则 是瑕点，并定义 .  

若 ，且 ，则 是瑕点，并定义 .  

对于瑕点 藏在区间内部的情况， 收敛的充要条件是 和 都收敛.  

注：对于瑕点藏在内部的瑕积分，也不能盲目套用奇偶性的结论，理由与上面相同！ 



比如，即使 是奇函数，积分 也并不是 0，而是发散.  

因为 ，故 整体也发散.  

（三）绝对收敛与条件收敛 

若 收敛，则称 绝对收敛； 

若 发散，但 收敛，则称 条件收敛.  

显然，绝对收敛是一个比收敛更强的概念.  

 

二、比较判别法及其极限形式 

（一）无穷区间上的反常积分的比较判别法 

1. 比较判别法 

设函数 在 上连续，且 恒成立，则—— 

(1) 若 收敛，则 也收敛；（大的收敛，小的也收敛） 

(2) 若 发散，则 也发散. （小的发散，大的也发散） 

 

示例 若 收敛，证明 绝对收敛.  

解：由均值不等式， ，而 和 都收敛， 

所以 绝对收敛.  

但该方法最大的劣势，是需要 恒成立，这是一个非常苛刻的条件.  

就像单调有界准则一样，我们不必非得要求 从第 1 项起就单调，只要从某一项开始， 是

单调的，就够了，毕竟前面的有限项不会影响敛散性.  

反常积分的敛散性也同理. 对于 和 ，即使在前面的有限长度的区间内，

并不成立也无所谓. 只要当 充分大以后，有 成立，则也能使用比较

判别法，并不影响我们对敛散性的判断.  



既然前面有限的区间不会改变敛散性，那么我们干脆考察 在 时的状态，这就引出了

下面的“比较判别法的极限形式”.  

2. 比较判别法的极限形式 

设 和 在 连续、非负，且 ，则—— 

(1) 当 时，若 收敛，则 必收敛 （大的收敛，小的必收敛）； 

(2) 当 时，若 发散，则 必发散 （小的发散，大的必发散）； 

(3) 当 为非零常数，则 和 的敛散性相同——该结论说明，若 时

和 是同阶无穷小，则 和 同敛散.  

注：比较判别法的极限形式是一个超级好用的结论，它说明对于 （其中 ）

而言，其敛散性主要取决于 时， 作为无穷小的“阶”，这让很多反常积分的敛散性一看

便知，还没做就做完了！比如——我们知道 收敛，所以可以立刻看出下列反常积分收敛： 

、 、 、 ， .  

（二）无界函数的反常积分的比较判别法 

大家可以与“无穷区间的反常积分的比较判别法”对比着学习.  

1. 比较判别法 

设 在 连续， 是它们的瑕点，且 ，则—— 

(1) 如果 收敛，则 也收敛；（大的收敛，小的也收敛） 

(2) 如果 发散，也 也发散.（小的发散，大的也发散） 

 

 

 

 



 2. 比较判别法的极限形式

设 在 连续、非负， 是它们的瑕点，且 ，则—— 

(1) 当 时，若 收敛，则 必收敛 （大的收敛，小的必收敛）； 

(2) 当 时，若 发散，则 必发散 （小的发散，大的必发散）； 

(3) 当 为非零常数，则 和 的敛散性相同——该结论说明，若 时

和 是同阶无穷大，则 和 同敛散.  

比如，已知 发散，则由比较判别法的极限形式得，下列积分均发散： 

、 、  

 

注：可以看出，为了判断形如 或 的敛散性，我们要找的对比尺度往往是

或 .  

那么，什么是 呢？ 

 

三、p-积分与广义 p-积分 

（一）p-积分 

形如 ，都称为 .  

(1) 讨论 的敛散性 

解：当 时， ，发散； 

当 时， ，收敛； 

当 时， ，发散.  

综上， . （对于 ，显然 越大越发散） 

 



(2) 讨论 的敛散性 

解：当 时， ； 

当 时， ； 

当 时， .  

综上， . （对于 ，显然 越大越收敛） 

 

(3) 讨论 的敛散性 

解：由于 .  

收敛需要 ， 收敛需要 ，二者无交集，所以无论 取何值， 都发散.  

 

(4) 讨论 的敛散性 

解：本题和第(1)题的 没有本质上的区别，它们只是瑕点的位置不同而已.  

的瑕点是 ， 的瑕点是 ，但在敛散性的层面上，结论一致.  

时，积分收敛； 时，积分发散.  

 

(5) 讨论 的敛散性.  

解：分析同上. 时，积分收敛； 时，积分发散.  

 

（二）广义 p-积分 

形如 、 、 的积分，都叫 .  

相信大家都能看出来， ，其实经过凑微分，就可以转化为常规的 .  

所以二者的结论其实也是对应的.  

对于 ，当 时收敛，当 时发散.  

对于 、 ，当 时收敛，当 时发散.  



 

四、反常积分敛散性判别的步骤 

1、找到该积分的所有瑕点（本讲义将无穷远视为“广义瑕点”，统称为瑕点）； 

2、判断该积分在每个瑕点处的敛散性. 若每个瑕点处都收敛，则整体也收敛；但凡存在一个发散

的瑕点，则整个反常积分就发散.  

至于每个瑕点处的敛散性如何判断，具体方法如下—— 

(1) 看该积分是否本身就是 或者广义 ，如果是，直接套结论；若不是，进入(2) 

(2) 找到被积函数在瑕点处的等价量 

1) 若被积函数能直接等价为幂函数，则直接利用 的结论判断出敛散性（如：

、 、 、 ） 

2) 若被积函数无法等价为幂函数，则可能是因为存在对数函数或指数函数. 对数函数速度太慢、

阶太低，而指数函数太快、阶太高，所以可以先猜测敛散性，然后用比较判别法的极限形式严格证明

（如 、 、 、 、 、 ）； 

3) 若被积函数在瑕点处出现 或 的情况，导致被积函数不断变号，则应先判断该积分是

否绝对收敛，此时需要对被积函数加绝对值，然后利用 或 ，把被积函数中的三角

函数放缩掉，此时会出现两种结果： 

 放缩掉三角函数以后的新积分收敛，则原积分绝对收敛（如 、 ）； 

 放缩掉三角函数以后的新积分发散，则暂无法判断原积分的敛散性，此时可以用分部积分，将

原积分转化为另一个新的积分，从而转化研究对象. （如 、 ） 

其中，第   

3、若该积分在所有瑕点处均收敛，则整个积分收敛；只要有一个瑕点处发散，则整个积分发散

种情况，基本不会考，大家不用过于担心.

.  

 



 

 

例题

五、经典例题（汇集几乎所有辅导书中的敛散性判断题目）

1  

解：瑕点只有 这一个点（再次强调，这里的瑕点包括了广义瑕点 ）.  

时， ，由于 ，故 收敛.  

 

例题 2  

解：瑕点只有 这一个点（广义瑕点）.  

时， ，由于 ，故 收敛.  

 

例题 3  

解：瑕点只有 这一个点（广义瑕点）.  

时， ，故当 时，收敛；当 时，发散.  

 

例题 4  

解：瑕点只有 这一个点.  

时， ， 

由于 ，故 收敛.  

注：由于敛散性只需要判断“阶”，所以被积函数中的“非零因子”不会影响敛散性，也不必在乎

这些非零因子的极限到底是几，我们只需要关注零因子的阶即可.  

所以本题解题过程还可简化为 ，其中大写的 表示同阶，小写的 才是高阶.  

 



例题 5  

解：瑕点只有 这一个点.  

时， ，由于 ，故积分收敛.  

 

例题 6  

解：瑕点只有 这一个点. 时， ，由于 ，故发散.  

 

例题 7  

解：瑕点只有 这一个. 时， ，故发散.  

 

例题 8  

解：瑕点只有 这一个（广义瑕点）.  

时， ，由于 ，故积分收敛.  

 

例题 9 (其中 ) 

解：瑕点只有 这一个（广义瑕点）.  

时， ，故 时收敛， 发散.  

 

例题 10 设 ， . 若 收敛，求 满足的条件.  

解：瑕点为 和 .  



时， ，为了收敛，需要 ，即 ； 

时， ，为了收敛，需要 .  

综上， 且 时，积分收敛.  

 

例题 11  

解：由于指数函数趋向于 0 的速度很快，所以这两个积分显然都是收敛的，下面给出严格证明.  

(1) 令 ，为了证明出 收敛，我们要找到幂函数 ，使得 本身

收敛，且 ，所以取 即可.  

，且 收敛，则由比较判别法的极限形式可知， 

也收敛.  

(2) 对于 ，方法同上. 其实，由于 时， ，所以 更收敛了.  

 

例题 12  

解： 时， ，但由于 的“速度”很慢，所以大胆猜测这两个积分收敛，证明如下： 

(1) 令 ，为证出 收敛，我们要找到幂函数 ，使得 本身收敛， 

且 ，所以取 即可.  

，且 收敛，则由比较判别法的极限形式可知， 

收敛.  

(2) 对于 ，方法同上. ，故 收敛.  

 

 



例题 13  

解：(1) 只有 才是瑕点， 时， ，由上一题可知，该积分收敛.  

(2) 和 都是瑕点.  

时， ，故 ，而 收敛，故 在 处收敛 

时， ， ，故 在 处发散.  

综上，积分 发散.  

 

例题 14 若反常积分 收敛，则 (      ) 

 

 

解：瑕点为 和 .  

(1) 时， ，又 在 时收敛， 时发散， 

故要想本题的 在 处收敛，则需要 ，即 ； 

注：如果 ，则 ，所以 根本就不是瑕点，也就谈不上敛散性了.  

(2) 时， ，要想收敛，需要 ， 

故 .  

注：如果这里不限制 ，即当 时， 就不再是瑕点，也就谈不上敛散性了.  

故 且 时， 收敛.  

 

但是，本题的答案真的是这个吗？ 

在(1)中，若 ，只代表 不是瑕点，但此时如果(2)中的 ，那么 仍是瑕点，故

整个积分仍然是反常积分； 

在(2)中，若 ，只代表 不是瑕点，但此时如果(1)中的 ，那么 仍是瑕点，故

整个积分仍然是反常积分.  

所以本题应该分类讨论，分成 0 是瑕点，1 不是；1 是瑕点，0 不是；0 和 1 都是瑕点.  



 

例题 15 判断 的敛散性，并证明：对于任意的 ，当 时， 均收敛.  

分析： 收敛，而 时，虽然 ，但 速度太慢，所以我们有理由相信即使 

被积函数乘了 以后，仍然是收敛的. 那么该怎么证明呢？当然是利用比较判别法的极限形式.  

假设 ， ，我们为了证明 收敛，当然需要 也收敛， 

所以 是必须的.  

并且，我们希望“通过 收敛证明出 收敛”，所以我们希望 ，即 .  

也即 ，这需要 ，故 .  

这样，我们就保证了 收敛，并且可以通过 收敛证明出 收敛.  

综上，只需取 ，即取 即可.  

 

解：(1) 令 ，取 ，显然 收敛，且 .  

由比较判别法的极限形式可知，原积分 收敛.  

(2) 当 时， 收敛，所以我们有理由猜测 也收敛.  

仿照第(1)问的证明，我们令 ， .  

为了让 收敛，需要 ；为了让 ， 

显然只需要 即可，即 . 综上，只需 . 

 

比如，取 ， ，故 收敛.  

且 ，由比较判别法的极限形式， 收敛.  

 

 



例题 16 判断 的敛散性(其中 ) 

解：当 ，则是“ ”，敛散性取决于 —— 收敛， 发散； 

当 ， 已经收敛，那么 就更收敛了； 

当 ，则 发散. 此时虽然分母乘了一个无穷大 ，但仍猜测发散.  

令 ， ，要让 发散，需要 ； 

要让 ，只需 即可.  

故只需控制 的范围为 即可.  

比如，取 ，则 ，则由 ，得 发散.  

而 ，则由比较判别法的极限形式，积分发散.  

 

综上，有如下结论—— 

当 且 时收敛；当 且 时发散；当 时，收敛；当 发散.  

 

例题 17 判断 的敛散性(其中 ) 

解：显然， 是唯一瑕点.  

当 时， 发散，故 更发散了（ 相当于把被积函数放大了）； 

当 时， 收敛，所以我们猜测 也收敛.  

令 ，取 ，由于 ，故 收敛.  

又 ，故由比较判别法的极限形式得， 也收敛.  

 

 

 



例题 18  

解：显然， 和 都是瑕点.  

(1) 时， ， ， 在 发散，故整体发散.  

如果想要再判断 也行，不过不影响最终结论了.  

(2) 时， ， ，故在此处收敛.  

 

例题 19  (其中 ) 

解：本题其实是上一题的一般形式， 和 都是瑕点.  

时， ； 

时， .  

要想收敛，必须保证 且 ，其余情况都发散.  

 

例题 20  

解： 和 都是瑕点.  

(1) 时，  

即 时，被积函数与 是等价无穷大，故该积分在 处收敛； 

(2) 时， .  

，故收敛.  

综上，积分 收敛.  

 

 

 



例题 21 设 ，求 的值 

解：先通分， .  

要想收敛，必须有 （否则 时， ，积分显然发散）.  

此时， .  

故 ，解得 ，故 .  

 

例题 22  

解： 和 都是瑕点.  

时， ， ，故积分在此处收敛； 

时，被积函数有正有负，所以加绝对值，考察绝对收敛性.  

， ，故该积分在此处绝对收敛.  

综上， 收敛.  




