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 定积分计算（下）

定积分计算中的综合题      

 

 

 

 

 

  

 

  

 

   

 

综合题型一 被积函数中含有变限积分函数的定积分计算

当需要计算的定积分的被积函数中，含有变限积分函数时，我们的处理手段有两种——

利用分部积分：将被积函数中，除了变限积分以外的其余函数全部凑到 d 后面去，然后分部积分——

这样就可以消掉变上限积分函数了；

利用二重积分：毕竟是积分号里套积分，所以明显可以视为累次积分，然后交换积分次序即可。

①

②

例题 1 设 ，计算

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

类题 1 设 ，计算  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

类题 2 设 ，且 ，求  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

类题 3 已知函数 在 连续，在 内是 的一个原函数，  

(1) 求 在 上的平均值    (2)证明 在 内有唯一零点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

当然，也并非所有变限积分出现在被积函数中时，都要采用分部积分，比如下面这道经典题—— 

例题 2  

注：该题的思想非常不错，类似的还有下面这道题目，请大家自行练习—— 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

类题  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

综合题型二 被积函数中含有导函数的定积分计算 

这种题目，只需要把导函数凑到 d 后面，然后分部积分即可。这种题过于简单，大家可以自行练习。 

例题 设 求  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

要建立两个积分的关系，我们有两种方法—— 

① 利用分部积分，因为

综合题型三 已知一个积分，求另一个积分

分部积分会产生一个新的积分。 

对于这种题目，在分部积分的时候，到底把谁凑到 d 后面去，把谁留下来，不需要在遵循“反对幂指三”

之类的口诀，没用！这类题你要看清楚你要计算的积分和题干已知的积分，观察二者的区别与联系，然后去思

考到底把谁凑进去才能够使两个积分之间相互转化，大家学东西的时候千万不要学的太死了！ 

② 换元法

例题 1 设 ，求

例题 2 已知 ，求 、 、

注：积分 是著名的狄利克雷积分，非数学生只需要知道它收敛，且收敛于 即可，至于

为什么等于 ，需要用到含参积分，是超纲内容。 二重积分也是超纲内容，给有兴趣的同学研究！



例题 3 设 连续，证明： ，其中 . 

例题 4 设 连续，证明：

综合题型四 利用“定积分的结果是一个数字”来求解某些待定函数的问题 

一般来说，求函数表达式往往会想到建立微分方程（这确实是常规思路），但是还有一类更简单的题—— 

f(x)的具体形式已经完全告诉，只是其表达式中含有一个未知的积分，我们只需要想办法把这个积分求解

出来，那么这个函数的表达式就完全确定下来了。具体的解题方法有 2 种： 

① 等式两边再次积分，可得到一个关于该积分的方程，即可解出该待定积分；② 待定系数法无脑秒杀。 

例题 1 



 

 

 

例题 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例题 3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

综合题型五 利用分部积分，导出积分的递推公式 

例题 1 请默写并推导点火公式 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

例题 2 求积分 的递推关系，并计算  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例题 3 设 ，判断 的单调性，并利用分部积分，导出 的递推关系，并计算  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例题 4 设  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

例题 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

综合题型六 分段函数的定积分 

 

例题

只需要将积分区间拆开，在每一段上分别积分，然后相加即可。
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例题 2  

 

 

 

 

 

例题 3 已知 时， ，且 ，求  


