
NO.5-2 定积分计算（上） 

定积分的计算依赖于不定积分的计算，其基本方法是利用 N-L 公式—— ，即算

出 的原函数 后，在区间 的端点上作差即可。 

但是，一个函数“在区间 上可积”与“在区间 上存在原函数”是两个截然不同的概念。 

有些函数 在区间 上可积，但是却不存在原函数； 

有的函数 在区间 上存在原函数 ，但是却不可积。 

所以，利用 N-L 公式计算定积分的前提是——函数 在区间 上不仅存在原函数，而且还可积。 

显然，对于那些可积却又不存在原函数的函数 ，在求其定积分 时，无法使用 N-L 公式。并

且，即便一个函数 既存在原函数，也可积，但是其原函数很有可能不是初等函数（通俗一点来说，指的是

这种函数的原函数 理论上是存在的，但是你求不出它的具体表达式，比如 、 之类的），

所以虽然 N-L 公式理论上是成立的，但是却无法用其进行定积分的计算。（因为 的表示你都求不出来）。 

基于以上种种原因，我们需要找到一些其它的方法来计算定积分的值，常用的技巧有如下几个—— 

(1) 利用定积分的几何意义。如计算 （若不用几何意义，应如何计算?）； 

(2) 利用奇偶性简化计算，即——“若 为奇函数，则 ；若 为偶函数，则

”。如计算 和 ； 

(3) 利用周期性平移和缩小积分区间。即——若 可积且周期为 ，则  . 

(其中 可取任意的实数)。请证明该结论，并计算 、 和 ； 

(4) 利用区间再现公式简化计算，即——“  ”

请证明该公式，并给出该公式的几何意义，然后计算 ； 

(5) 利用 公式 ，简化积分计算。

该公式也被形象地称为“点火公式”。比如计算 （若不用此公式，应如何计算?）； 

注：请思考， 、 ， 、 、 等积分，又该如何计算? 



(6) 利用一个常见的积分公式——设 连续，则 ，可简化计算。 

请利用区间再现公式证明本公式，并计算 和 ； 

套路一 定积分的常规计算技巧 

下面这几个题，都是比较常规的题目，要么直接利用 N-L 公式，要么利用上文中介绍的几个基本技巧。 

例题 1 利用 N-L 公式，直接计算下列定积分 

(1) 

(2) 

(3) 

注 1：以上几道题，本质上其实就是不定积分的计算，只是多了最后一步“代入上下限”而已。 



(4) 

注 2：本题的被积函数出现了瑕点 ，所以本质上其实是一个收敛的反常积分。 

注 3：本题若直接采用分部积分并代入上下限，则无法成功计算出结果。解决这种 bug 的方法有两种—— 

① 先计算出对应的不定积分，然后整体带入上下限(此时用的是“推广的 N-L 公式”，因为最终计算的不是

在端点处的函数值，而是极限值。比如积分 的计算，用的也是“推广的 N-L 公式”)； 

② 分部积分前，巧妙在 后面加减一个恰当的常数，使得分部积分以后计算出的极限是收敛的。 

例题 2 计算定积分

注 1：利用 N-L 公式“ ”计算定积分时，不要忘了 是 的一个原函数，

既然是原函数，那就必须连续。所以，如果在积分区间的内部，存在函数 的无定义点，是万万不能直接使

用 N-L 公式的。对于这种 bug，我们的处理方法是——将积分区间从无定义点处拆开，拆分成若干个小积分之

和。对于每一个小积分而言，无定义点都在积分区间的端点处，而不在区间内部。此时，对每个小积分使用“推

广的 N-L 公式”，即可正确计算出积分值。（当然，也可以在计算积分之前，利用周期性和对称性，提前将无定

义点从积分区间内部移出，比如 ，也是很好的方法。） 

类似的题还有 ，请大家自己练习。 



注 2：如果本题是求不定积分 的话，可以不考虑变形过程中产生的无定义点。也就是说，在

考场上，如果你的过程是 ，通

常情况下不会被扣分。虽然这个过程其实不太严谨，但是我在讲不定积分的时候就已经提过，我们偶尔需要为

了“简洁性”而放弃一点点“严谨性”，这是一种让步。但是，在定积分的计算中，这种问题绝对不能让步！因

为定积分的结果是一个数字，如果忽略了这个问题，那么算出来的结果都不一样，这就是大问题了！ 

类题 1 以下计算是否正确？为什么？如果错了，请将其更正。 

类题 2 设 ，计算

注：本题方法和前两个题类似，方法也是拆分区间，分别计算。答案为

例题 3 设 ， ，请背住下列常用结论。 

(1) 对于任意正整数 ，均有

(2) 当 是偶数时，

(3) 当 是奇数时，

注：时间有限，证明略过。本题可以直接当成结论，在考试中使用。并且，类似的结论在三角函数的积分

中非常常见，只要你对几何图形比较敏感，那么利用周期性和对称性，可以一眼看出这些结论显然成立。 

接下来，我们将学习一组关于三角函数定积分的计算题，这些题其实有深刻的背景，即 Dirichlet 核与 Fejer

核，在傅里叶级数中会学习到。下面我们只是讲解它在不定积分和定积分中的一些题目。
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例题 4 计算

注 1：一般的，我们有如下公式—— ； ，这

两个恒等式都可以在分子添项减项，然后积化和差，和分子的 约分后得到。 

注 2：利用这两个恒等式，我们可以迅速求出相应的定积分，请看下面的题目。 

例题 5 计算

注：看到这儿，有人会说——“这种题，如果没见过的话，怎么可能想得到呢！考试的时候肯定不会出这

么偏的题吧！” 来，我改变一下这道题的问法，就可以将此题变成一道考试风格的题目，请看我的改编—— 

改编：请证明：

注：很多人看到这个改编，心里肯定会想——“你 TM 在逗我？这题改成证明题有什么区别吗？”。其实，

为了提示得更加明显一点，我已经把 改写为 了，就是想告诉你——“本题其实是一道数列题！” 

仿造这个思路，我们再来看一道本题的升级版—— 



例题 6 若 ，计算

 

我在前面讲区间再现公式时已经提过，我们很少直接使用 来计算定积分，

因为 的计算并不比 简单多少。所以我们通常是把这两个积分相加并除以 2，得到

积分 ，而积分 往

往会比原积分好算得多。 

但是——凡事都有例外，有的题目直接利用 就能大大的简化积分！下面是

几个比较典型的例题，希望大家记住。 

题 7 计算积分

注：本题代表了一种模型——对于积分 (其中 为正整数)，当 很小，而 很大时，

若想将 展开，计算量不可想象；但利用区间再现得到 ，

就只需将 展开，计算量骤减！ 



例题 8 计算积分

注：本题的几何意义是广义奇偶性，也就是巧妙地利用了被积函数中心对称的特点。不过这个东西，emmm，

不需要深究，知道怎么算就可以了。类似的题目还有下面这道，方法一模一样，区间再现一步秒杀—— 

类题 计算积分

最后，我们用一道看起来很复杂的题目，作为本套路的谢幕。 

例题 9 


